1 METODA KONECNYCH PRVKU (MKP)

1 Metoda konec¢nych prvki (MKP)

e Pribliznd metoda pro reseni problému popsanych diferencialnimi rov-

nicemi
e Motivace v problémech mechaniky spojitého prostfedi (kontinua)
e Diskretizace: Nahrazeni spojitého prostredi diskrétnim modelem

e Plvodné navrzena Courantem v roce 1943 [2] <+ (matematik) a nezéa-

visle Turnerem a kol. [3] « (inZenyri)
e Zakladni aspekty — matematicky, fyzikalni, inZenyrsky a algoritmicky

e 7 ,inzenyrského” hlediska lze chapat MKP jako vhodné zobecnéni de-

formacni metody



2 ZAKLADNI ROVNICE MECHANIKY

2 Zakladni rovnice mechaniky

Predpoklady
e Malé posuny a mala pretvoreni
e Material se chova linearné a pruzné

e Dynamické ucinky jsou zanedbatelné

Zakladni typy rovnic

o (Geometrické rovnice 2.1

e Statické rovnice 2.2

e Konstitutivni rovnice |2.3

e Okrajové podminky 2.4




2 ZAKLADNI ROVNICE MECHANIKY

Trojrozmérny problém
Q

r

4
S

Oblast Q

Hranice I

Poloha x={x,y,2}"

Posuny u(z) = {u(z),v(z), w(z)}’

Deformace g(z) = {ex(x),&,(2),e.(2), Vy=(2), Vou(T), Yay (2)} T
Napéti o(z) = {o.(z), 0y(z),0:(2), Ty (L), Tou (Z), Tuy (z)} T



2 ZAKLADNI ROVNICE MECHANIKY

Jednorozmérny problém

Oblast I
Hranice a, b
Poloha x
Posuny u(x)

Deformace e(x) = e,(x)

Napéti o(xr) = o, (x)



2 ZAKLADNI ROVNICE MECHANIKY

2.1 Geometrické rovnice: u +— ¢

e Slozkovy zapis|A

Trojrozmeérny probléem Jednorozmeérny
problém
€x(2) 0
0 — 0
€y(§) ay 4 ( ) )
u(x
0 0 — =
E2\L
< @ = o F | v@ ¢
7@/2(@) 0
0z %/ - w(z) |
0 ox
| Yay(2) J 0 )
L OJy Ox i
d
_ AT _
e(z) =9 u(z) e(z) = ——u(z)




2 ZAKLADNI ROVNICE MECHANIKY

2.2 Statické rovnice: A(c) =0

Trojrozmeérny problém

0z ()
B, o 9 ]
- - - oyl f ) ( )
oz O Y U 5 5 v (2) X (z) 0
9 9 4 0. () -
0 — O 0 — |4 »+4 Y@ =< 0 ¢
oy 0z Ox Ty ()
o o 9 9 9 e Z(z) 0
I 0z Oy Ox 1| 72e(2) ‘ ’ N
\ Tfﬂy(g) y,

Jednorozmérny problém

dos(®) —, . dN,(x) = B
e + X(z)=0 <« 1 + f.(x) =0

e Slozkovy zapis B

e Jednorozmérné podminky rovnovahy ve vnitfnich silach predstavuji



2 ZAKLADNI ROVNICE MECHANIKY

podminky rovnovahy zapsané v napétich zintegrované po prurezu A(x)
e Podminka rovnovahy v libovolném bodé prifezu A(x)

doy(r) =, .
g + X(z) =0

e Integrace po priifezu

d _
— o, (x)dydz + X(x)dydz = 0
dx J a(z) A(z)
N, () fo(@)
e Vysledek
dN.(x) =
=0
o+ fa(2)

Domaci ukol 1. Obdobnym zpusobem odvodte zbyvajici podminky rov-
novahy na prutu.



2 ZAKLADNI ROVNICE MECHANIKY
2.3 Konstitutivnl rovnice € — o

e Predpokladame linearné pruzny izotropni material

e Slozkovy zapis|C

Trojrozmeérny problém

( ox(z) ) 1 — v v v 0 0 0 T f ex(z)
oy (z) v 1 —v v 0 0 0 ey (x)
o, (x) L v v 1 —v 0 0 0 gy (x)
< Tyz () —)\(@) 0 0 0 1_22V 0 0 < Yyz () >
Tza (Z) 0 0 0 1 _221/ 0 Yzax (Z)
\ Tay(z) J Lo 0 0 0 0 1222 1\ ey (@) )

Jednorozmeérny problém
o(z) = E(z) (e(z) — £°(2))

e \(z)= (HV@;E)%)_%@)), oedometricky modul Eyeq(z) = A(z)(1—v(2))

e £%(x) vyjadiuje pocateéni deformace, typicky od teplotnich tcéink



2 ZAKLADNI ROVNICE MECHANIKY

2.4 Okrajové podminky

Statické (prirozené) okrajové podminky Slozkovy zapis D

Trojrozmeérna dloha: z €T,

( oz (x) )

ng () 0 0 0 ny(z) ny(z) ‘;y Ef; Do (@) 0
0 ny (z) 0 nz (z) 0 na(z) | ¢ ° () > — S Py(z) p =4 0
0 0 ny(z) ny@) ng(z) 0 y=a= P (x) 0

Tzx (2)

\ Tzy(z) J

n(z)a(z) —p(z) =0

Jednorozmeérna uloha: z € I,

N, (x) — Ny(z) =0

Kinematické (podstatné) okrajové podminky

Trojrozmeérna uloha: ¢ €1, Jednorozmérna uloha: x € I,

u(z) —u(z) =0 w(z) —u(z) =0
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3 Deformacni varianta reseni

SR
GR KR~

u(z) = e(z) = alz) — A( ) = 0 = Lamého rovnice pruznosti

Trojrozmérnd uloha

ren 22w (27uw - 2w)) - X -0
xely, gg—:_)—O
rel, n (D - £'(@)) ~ pla) =0

Jednorozmérna iloha
rel (B (d“;@ () ) + Ful@) =
xel, ulx)-— ( ) =
v€l, N(z)—N(z)=0

Funkci u(x) resp. u(z) spliujici vSechny predchozi rovnice nazveme silngm

resSenim rovnic pruznosti.



4 SLABA FORMULACE PODMINEK ROVNOVAHY

4 Slaba formulace podminek rovnovahy

4.1 Jednorozmeérna uloha

e Podminky rovnovahy plati v libovolném bod€ x = pro vSechny vahové
funkce du(x)

11

/1 Su(z) ( d% (E(a:)A(x) (dz(;) _ 50(90))) + Fo(2) ) de =0 (1)

e Kinematické okrajové podminky
(u(z) —u(z)) |zer, =0

e Pro jednoduchost predpokladame, ze u(x) = 0

e Statické okrajové podminky

(Nx(aj) _ Nx(x» |xEIp =0
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e Integrace per partes

/ Pl () = [l — / o(@)f(2) da

o Tedy
9(2)=Nq () R}
5%(?;3(‘1 r E(x)A(r) (242 oy ) da = [du(z)Na ()],
/I dz dz

b [Bu@)N. ()], - /I d((sé";x)) (E(x)A(x) (d"é—f) —so(x)>) dz

e Po dosazeni do puvodni podminky

0 = —[Bu(@)Na(2)],, - [fu(z)Na(2)],

+ /I { d(égf)) (E(x)A(a:) (dz(;) ~ 50(a:)>) ~ 5u(x)fm(x)} d




4 SLABA FORMULACE PODMINEK ROVNOVAHY 13

e Pokud vahova funkce du(x) spliiuje kinematické okrajové podminky na
I, vypadava z pfedchoziho vztahu ¢len [du(x)N,(z)]; . Dostavame

/I d(5§x($)) (E(x)A(a:) d@é;x)) df'f:/IM(x)?x(x) .

/I d((S(liLa(:x))E(a:)A(x)gO(ay) dz + [5u(x)Nm(az)Lp (2)

e Slabé Tesenirovnic pruznosti: funkce u(x), spliujici kinematické okra-
jové podminky a rovnost (2) pro vSechny vdhové funkce du(x) splitujici
kinematické okrajové podminky rovnic pruznosti

Stlné resent Slabé Tesent

Statické rovnice Presné V priméru
Kinematické okrajové podminky Presné Presné
Statické okrajové podminky Presné V primeéru

= #~




4 SLABA FORMULACE PODMINEK ROVNOVAHY
4.2 Trojrozmérna uloha

e Vazena (zprimeérovand) forma podminek rovnovahy

o(x)

N\

/Q du(z)" ( o) ZQ(@) (QTQ(@ -~ i(@))j +X () ) dz = 0

e Ju(x) spliuje kinematické okrajové podminky

e Statické okrajové podminky

/F p du(z) 'n(z)o(z)dz = /F p u(z) p(z) dz

e Integrace per partes < Clapeyroniv teorém

/Q /()" 0g(x) dz = / flz (z) dz — /Q (QTj(@)Tg(z)dg

14
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o Tedy

| su@" (2(2@) (2"u(w) - £@)))) dz = | du@) ez

p

- [ ([fauw) pw (2w - L0) @

e Slabé feSeni: Najdi u(x), u(z) = u(x) = 0 na [y, které splnuje

/Q (QTé_u(@)TQ(z) (QTQ(@) dz = /Q du(z)' X (z) dz

T /Q (QT@(@))TQ(Q)Q(@ dz + /F su(z) plz) dz

p

pro vSechna du(x), ktera splnuji kinematické okrajové podminky.

Domaci tkol 2. Jaka je souvislost slabého feseni s principem virtualnich
posunuti? [5] kap. 5]



5 DISKRETIZACE

5 Diskretizace

16

e | kdyz jsou podminky na resSeni zeslabené, jedna se stale o nekonecnée-

dimenzionélni tlohu (plati “pro vSechny” du(x) resp. du(x)).

e Nutno prevést na t1llohus koneénym poctem parametri—tzv. diskretizace .

5.1 Jednorozmérna uloha

e Funkci u(x) hleddme ve tvaru

(051

Un,

/

e N,;(x) jsou znamé bazové funkce a r; jsou neznamé koeficienty line-

arni kombinace; n je pocet stupnu volnost: illohy



5 DISKRETIZACE

e Pokud je dan vektor r, mizeme vypocitat hodnoty
posunt v libovolném bodé z u(Z) ~ N(T)r
pretvofeni v libovolném bodé * e(Z) =~ —N(T)r= B(@)r
napéti v libovolném bodé = () = E(T) (¢(z) —£°(T))

~ E(T) (B(@)r — (7))

e Pro urceni vektoru r je nutno specifikovat n nezavislych podminek.

Jejich konkrétni podoba zavisi na volbé vahovych funkci du [1, str.!!!].

e Volba ve tvaru du(z) ~ N(x)dr , vede na tzv. Galerkinovu metodu

(6r, 1 je nezdvislé na r).

17



5 DISKRETIZACE 18

e Po dosazeni predchozich aproximaci do dostavame podminku

/ 517 B(z)TE(x) A(z) B(x)r di = / 5r N (2) . () da

I I

+ /I&Tﬁ(x)TE(x)A(x)so(x) dr + [&Tﬂ(x)Tﬁx(x) L

kterd musi byt splnéna pro vsechna or.

e Clen ér' miZeme z predchozi rovnosti vytknout, jelikoz neni funkci x:

or' ( /1 B(x)' E(z)A(z)B() dfv) ro=or' < Iﬂ(w)%(w) dw)

L oa ( /Iﬁ<x>TE<x>A<x>sO<w> dx> +r' [N(z) ' Na(@)]



5 DISKRETIZACE

e Tato rovnice bude splnéna pro vsechna o7, pouze pokud bude r fesenim
soustavy linearnich rovnic

Kr=Ry+Ro+ R,

Jednotlivé Cleny

e Symetricka matice tuhosti K .

K~ [ B B@)A@B(@)de (3)

e Vektor zobecnéného zatizeni od objemovych sil Ry 1
—nNn

Ry = / N(2)'F, (z) de (4)

e Vektor zobecnéného zatizeni od pocatecnich deformaci Ro . 4

Ro = [ B@ E@)A@):"(x)do (5)

19



5 DISKRETIZACE

e Vektor zobecnéného zatizeni od povrchovych sil R,

N(#) N, (z)],

R. Courant A.-L. Cauchy G. Lamé R. Hooke

nx1

B.G. Galerkin

20



5 DISKRETIZACE

e Aproximace u(x)

0

1=1

5.2 Trojrozmérny problém

U1

V1

w1

21




5 DISKRETIZACE 22

o Tedy

posunti v libovolném bodé z w(z) ~ N(Z)r
pretvoreni v libovolném bodé T e(z) = QTQ(@ ~ QTQ (Z)r = B(T)r

napéti v libovolném bodé z o(z) = D(Z) (e(z) — °(2))

e (Galerkinova metoda — vahové funkce volime ve tvaru

du(z) ~ N(x)or.

= dalsi postup upiné stejny jako pro jednorozmeérnou tlohu



6 PRINCIP METODY KONECNYCH PRVKU

Domaci ukol 3*. Odvodte matici tuhosti a vektor zobecnéného zatiZeni

pro trojrozmeérnou ulohu pruznosti.

6 Princip metody koneénych prvku

e Speciadlni pripad Galerkinovy metody, Sikovna volba bazovych funkci
N;

e ReSenou oblast rozdélime na n uzlovych bodi. Nezndmé u,;, v; a w; maji

nyni fyzikalni vyznam posunt danych uzlovych bodi

e Kazdému uzlovému bodu prislusi jedna bazova funkce, jejiz hodnota je

v daném uzlu rovna jedné, zatimco v ostatnich uzlech je nulova.

23



6 PRINCIP METODY KONECNYCH PRVKU

24

Jednorozmeérna uloha Dvojrozmérna uloha

& & >
1 2 3 4

N (x) T\ 1
Ny o ; !
N
N 3()()
1
Ny(x) ; N
|
N5(x)

®
5

e Bazova funkce muze byt ,vyskladana“ z prispévka od jednotlivych

prokii.

Jednorozmeérna iloha Dvojrozmeérna uloha

AN

Na

a b a b
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e Jednotlivé matice a vektory z rovnic —@ staci urcit pouze jednou
pro dany typ prvku.

e 7 fyzikalniho hlediska maji uplné stejny vyznam jako v deformacni
metodé (koncové sily od posunt uzld, koncové sily od zatizeni a poklesu
podpor)

o Zpétné ,vyskladani“ zarucime tzv. lokalizact prispévki jednotlivych
prvki

Prosba. V pripadé, ze v textu objevite néjakou chybu nebo budete mit
namét na jeho vylepsSeni, ozvéte se prosim na zemanj@cml.fsv.cvut.cz.

Opravy verze -001: str. 12: integrace per partes, opraven ¢len f(x) na f/(z) (na chybu upozornila A. Kucerova)
Opravy verze 000: str. 8: doplnén vztah pro E_ 4, str. 13, 16, 17, 18: oprava gramatiky, (na chyby upozornil
J. Sejnoha), str. 8: opraven tieti fAdek matice tuhosti, str. 10, jednorozmérné uloha, piipsan ¢len d/ dz,
str.17 opraveno w na du, str.18: v prvni rovnici opraveno + na = (chyby nalezené v pribéhu piednéasky),
doplnéné citace

Opravy verze 001: str. 6: pro vétsi nidzornost doplnény podminky rovnovidhy v napétich (vylepseni navrhl

P. Gruber)

Opravy verze 002: str. 14: opraven ¢len Su na f (na chybu upozornil J. Sejnoha)



6 PRINCIP METODY KONECNYCH PRVKU

Opravy verze 003: str. 10, 11, 14: opravena znaménka u X a ?sc (na chyby upozornila J. Egrtova)
Opravy verze 004: Oznaceny dulezité vztahy, opraveno oznaceni pro fddkové matice z A na A. Doplnény
vektorové verze obrazku.

Opravy verze 005: Opraveny preklepy na str. 16 a 19. (na chyby upozornil M. Jandera)
Verze 006

26



A GEOMETRICKE ROVNICE

Podrobné odvozeni viz [4] str. 9-11]

ex(z)
ey(z)
e (z)
Vy=(Z)
Ve ()

Yy (Z)

A Geometrickeée rovnice

du(z)
Ox
dv(z)
y
dw(z)
0z
dv(z)  OJw(z)
0z oy
ow(z) Ou(x)
Ox 0z
du(z)  Ov(z)
oy | ox

27



B STATICKE ROVNICE

B Statické rovnice

Z
af
ZzX

9z oy 5. @ =0
aTxy (@) aO’y (Q) aTyz (i) SVd _

s o +—5 Y(z) = 0
0T,y (@) aTyz (@) do, (i) > _

e T og T o 1 Z(z) = 0

Podrobné odvozeni viz [4] str. 16—19]

28



C KONSTITUTIVNI ROVNICE

C Konstitutivni rovnice

1 —v(z))es(z) +v(z)(ey(2) +e.(2))

=

— Vzx

E
oc(x) = (1+v(x)(1 - 2v(x)) ((
E
@) = T (Y@@ +r@en() + e (2)
E
L) = - @) (1= v(@))e:(z) + v(z)(ea(z) + £y (2))
Ty.(z) = - (1 5
T (T4 v(e)( - 2v(z))
Too(z) = - (1 5
zz\L (1 + y(g))(l — QV(Q))
Too(z) = - (1 5
zr \& (]_ + y(&))(l - 2”(2))

Podrobné odvozeni viz [4] str. 28—32]

— Y2z

29



D STATICKE OKRAJOVE PODMINKY

D Statické okrajové podminky

Pz.e;
A\.

Podrobné odvozeni viz [4] str. 14-15]

30
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